Chapitre # 6 – Transformations ponctuelles

Exercices résolus
Question 6.1

Soit ax + by + cz + d = 0 l'équation d'un plan dans le système de coordonnées du monde, soit T la matrice de transformation d'ordre 4 à appliquer aux objets pour passer du système de coordonnées du monde au système de coordonnées de l'écran. Déterminer les coefficients V' = [a', b', c', d'] de l'équation de ce plan dans le système de coordonnées de l'écran.
(
Soit V = [a, b, c, d]t les coefficients du plan,  B = [x, y, z, 1]t un point du plan, dans le système de coordonnées du monde, on a alors VtB = 0. De plus, V't TB = 0 dans le système de coordonnées de l'écran, ou encore, V't TB = VtB. 
Puisque cette dernière équation est valide pour tout point B, on peut en déduire que  V't T = Vt ou encore, V' = (Tt)-1 V.
Question 6.2

Considérons une surface de Bézier S(u, v), u, v ( [0, 1] dont les points de contrôle sont {Pi,j | i = 0, 1, 2, …, m; j = 0, 1, 2, …, n}. Quelle est la matrice de transformation qui permettra d’effectuer une rotation d’un angle de la surface S autour d'une tige de direction d? La tige intercepte la surface S au point C ( S(u, v), où u, v ( [0, 1].          (
On suppose que le vecteur d est unitaire sinon il s’agit de le normaliser.

i) Faire coïncider la droite de direction d passant par C avec l'axe des Z :
Cette transformation affine est obtenue ainsi:

- une translation de -C:  T-C,

- une rotation d'un angle  autour de l'axe des X: RX


cos = dz / ||(0, dy, dz)||


sin  = dy / ||(0, dy, dz)||




où (0, dy, dz) = ProjYZd.

- une rotation d'un angle autour de l'axe des Y: RY 


cos = ||(0, dy, dz)||




sin  =  -dx.
ii) Rotation d'un angle autour de l'axe des Z.
iii) Se ramener à l'emplacement original de la droite.
Nous avons alors comme transformation à appliquer aux points de contrôle :



T(C, d, () = TC RX- RY- RZ  RY RXT- C.
Si la direction d n'est pas fixée mais correspond à la normale à la surface S au point C, comment procéderiez-vous ?

La procédure est semblable; il faut seulement calculer la normale à la surface au point C à la place du vecteur d constant.

On obtient comme transformation :




T(C, S, () = TC RX- RY- RZ  RY RXT- C
où ( et ( dépendent de S au lieu d’un vecteur constant d.

Note : Lorsqu’on considère un vecteur constant d, la plus grande partie de T(C, d, () peut être calculée à l’avance.
Question 6.3

Un polygone est défini dans l’espace à trois dimensions par ses sommets P0, P1, …, PN-1. Indiquez les transformations de base qui permettront d’effectuer une rotation du polygone d’un angle  dans le plan du polygone, autour du sommet P0.

On procède d’abord par une translation de – P0 pour faire passer le plan du polygone par l’origine. En posant N ( (nx, ny, nz) = (P1 - P0) x (P2 – P1), la normale au plan du polygone, on effectue ensuite une rotation de ( autour de l’axe des X, puis de ( autour de l’axe des Y, afin de faire coïncider la normale avec l’axe des Z.

Nous avons les relations suivantes :


cos ( = nz / (1 – n2x)½

et

sin ( = ny / (1 – n2x)½


cos ( = (1 – n2x)½

et

sin ( = - nx.

On effectue une rotation autour de l’axe des Z d’un angle (.

On effectue une rotation inverse de RY( et la rotation inverse de RX(.

On fait une translation de P0.

On obtient :

R( =
T(P0)
RX(-() RY(-() RZ(() RY(() RX(() T(- P0).

Question 6.4

Un véhicule doit parcourir un trajet allant de P0 à PN-1 via une trajectoire, C(u), u ( [0, 1], définie par une courbe de Bézier dont les points de contrôle sont P0, P1, P2, …, PN-1. Au fur et à mesure que le véhicule se déplace le long de cette trajectoire, sa direction doit être celle de la tangente à la courbe de Bézier à l’endroit où le véhicule se trouve sur la courbe.

En particulier, lorsque le véhicule s’est déplacé de C(u) à C(u + (u) où (u est aussi petit que l’on veut, sa direction doit changer en conséquence. En considérant un point Q sur le véhicule lorsqu’il est sur la trajectoire à C(u), quelle est la transformation à appliquer à Q lorsque le véhicule est à C(u + (u).
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[image: image1.wmf]
PN-1

P0
C(u + (u)



C(u)

On obtient :

R( =
T(C(u + (u))
RX(-(u + (u) RY(-(u + (u) RY((u) RX((u) T(- C(u))

où 
RY((u) RX((u) : fait coïncider le vecteur tangent à C(u) à l’axe des z,


RX(-(u + (u) RY(-(u + (u) : ramène l’axe des z au vecteur tangent à C(u + (u).
Question 6.5

Considérons une courbe de Bézier dont les points de contrôle sont {Pi | i = 0, 1, 2, …, N}. Quelle est la matrice de transformation qui permettra d’effectuer une rotation d’un angle de la courbe autour d'une tige reliant les deux extrémités de la courbe ?

Posons d = (PN – P0) / || PN – P0 ||.
i) Faire coïncider la droite de direction d passant par P0 avec l'axe des Z :
Cette transformation affine est obtenue ainsi:


- une translation de - P0:  T-P0,


- une rotation d'un angle  autour de l'axe des X: RX


cos = dz / ||(0, dy, dz)||


sin  = dy / ||(0, dy, dz)||




où (0, dy, dz) = ProjYZd.

- une rotation d'un angle autour de l'axe des Y: RY 


cos = ||(0, dy, dz)||




sin  =  -dx.
ii) Rotation d'un angle autour de l'axe des Z.

iii) Se ramener à l'emplacement original de la droite.
Nous avons alors comme transformation à appliquer aux sommets du polygone :



T(P0, d, () = TP0 RX- RY- RZ  RY RXT- P0.
Question 6.6


Considérons une surface polygonale dont les sommets sont {Pi | i = 0, 1, 2, …, n-1}. Quelle est la matrice de transformation qui permettra d’effectuer une rotation d’un angle de la surface autour d'une tige de direction d quelconque ? La tige intercepte la surface à un point Q appartenant au polygone.
On suppose que le vecteur d est unitaire sinon il s’agit de le normaliser.
i) Faire coïncider la droite de direction d passant par Q avec l'axe des Z :
Cette transformation affine est obtenue ainsi:


- une translation de -Q:  T-Q,


- une rotation d'un angle  autour de l'axe des X: RX


cos = dz / ||(0, dy, dz)||


sin  = dy / ||(0, dy, dz)||




où (0, dy, dz) = ProjYZd.

- une rotation d'un angle autour de l'axe des Y: RY 


cos = ||(0, dy, dz)||




sin  =  -dx.
ii) Rotation d'un angle autour de l'axe des Z.

iii) Se ramener à l'emplacement original de la droite.
Nous avons alors comme transformation à appliquer aux sommets du polygone :



T(Q, d, () = TQ RX- RY- RZ  RY RXT- Q.
Si la direction d n'est pas fixée mais correspond à la normale à la surface polygonale, comment procéderiez-vous ?
La procédure est semblable; il faut seulement calculer la normale à la surface : d = (P1 – P0) x (P2 – P0) en autant que P0, P1 et P2 ne sont pas colinéaires.

Question 6.7


Considérons de nouveau Q(j) la transformation à appliquer à un point dans le système de coordonnées j; nous voulons déterminer la transformation Q(i) dans le système de coordonnées i à appliquer à P(i) aboutissant au même résultat que celui d'appliquer la transformation Q(j) à P(j).  Nous avons obtenu:



Q(i)  = Mi(j Q(j)  M-1i(j .

Supposons que Mi(j correspond à une translation selon un vecteur u = (ux,uy, uz). Qu’en est-il de Q(i) ?

Soit une matrice de transformation quelconque Q(j) exprimée comme suit:




Q(j)  = 

q11
q12
q13
tx






q21
q22
q23
ty







q31
q32
q33
tz







0
0
0
1

d’où,



Mi(j Q(j)  =

q11
q12
q13
tx +ux






q21
q22
q23
ty +uy







q31
q32
q33
tz +uz







0
0
0
1
et,

Mi(j Q(j)  M-1i(j =
q11
q12
q13
tx +ux - q11 ux - q12 uy - q13 uz





q21
q22
q23
ty +uy – q21 ux - q22 uy – q23 uz






q31
q32
q33
tz +uz – q31 ux - q32 uy – q33 uz






0
0
0
1
c’est-à-dire, Q(i) coïncide à Q(j) à l’exception du vecteur de translation qui peut s’écrire comme suit :

t
(
t + u - Q(j)3x3  u
où Q(j)3x3  correspond à la sous-matrice 








q11
q12
q13








q21
q22
q23


 q31
q32
q33
Question 6.8


Soient 2 polygones R et S dont les sommets sont respectivement P0, P1,…, Pm-1 et Q0, Q1,…, Qn-1, après rotation, puis translation, ces 2 polygones sont rattachés aux extrémités d’une tige à partir de leur centroïde. Les extrémités de la tige sont à une distance d du point P sur la tige de direction unitaire u.



(i) Quelles sont les transformations que l’on doit appliquer aux deux polygones pour les positionner et les orienter correctement (la normale au plan de chaque polygone est dans la direction unitaire u) ?

(ii) Quelles sont les transformations que l’on doit appliquer aux deux polygones pour effectuer une rotation de ces 2 polygones d’un angle ( autour de la tige ?

(iii) Quelles sont les transformations que l’on doit appliquer aux deux polygones pour remplacer la distance d par d ?

(i) 
Quelles sont les transformations que l’on doit appliquer aux deux polygones pour les positionner et les orienter correctement (la normale au plan de chaque polygone est dans la direction unitaire u) ?
Soient
CR ( le centroïde du polygone R ( (P0 + P1 + … + Pm-1) / m,


CS ( le centroïde du polygone S ( (Q0 + Q1 + … + Qn-1) / n,


NR  ( la normale unitaire au polygone R ( (P1 – P0) x (P2 – P1) / || (P1 – P0) x (P2 – P1) ||,


NS  ( la normale unitaire au polygone S ( (Q1 – Q0)x(Q2 – Q1) / || (Q1 – Q0) x (Q2 – Q1) ||,

soit ||P + (u - P|| = d ou encore, | ( | = d, alors les 2 extrémités de la tige sont : P – d u et P + d u.

La transformation à appliquer au polygone R est alors la suivante :


T-(P – d u) RX-( RY-( RY( RX( T-CR

où 
RX( ( rotation d’un angle ( autour de l’axe des X



avec 
cos ( = NRz / ||(0, NRy, NRz)||




sin ( = NRy / ||(0, NRy, NRz)||

 
RY( ( rotation d’un angle ( autour de l’axe des Y



avec 
cos ( = ||(0, NRy, NRz)||




sin ( = -NRx
 
RX( ( rotation d’un angle ( autour de l’axe des X



avec 
cos ( = uz / ||(0, uy, uz)||




sin ( = uy / ||(0, uy, uz)||

 
RY( ( rotation d’un angle ( autour de l’axe des Y



avec 
cos ( = ||(0, uy, uz)||




sin ( = -ux
Une transformation semblable doit être appliquée à S.

(iv) Quelles sont les transformations que l’on doit appliquer aux deux polygones pour effectuer une rotation de ces 2 polygones d’un angle ( autour de la tige ?

La transformation à appliquer au polygone R est alors la suivante :


T-(P – d u) RX-( RY-( RZ( RY( RX( T-CR
(v) Quelles sont les transformations que l’on doit appliquer aux deux polygones pour remplacer la distance d par d ?

Il s’agit uniquement de modifier la dernière transformation de translation.
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